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论稳定电流场的人射
、

反射
、

透射间的关系

傅 平
6中国地质大学应用地球物理系

, 北京 ! 7 7 7 8 � 9

摘 要

根据分界面上稳定电流场的边界条件
,
解稳定电流场 : 1 ;  1 < =

方程
,

给出椭球形分界面入

射场
、

反射场及透射场的表达式
,

并导出圆柱形
、

球形分界面上人射角
、

反射角及透射角的关

系式后
,

指出
,
只在少数特殊情况下三者才相等

,

对一般形状的大多数光滑连续分界面情况
,

它

们是不相等的
2

其值取决于分界面的具体形状
。

关镇词 稳定电流场
,

人射
,

反射
,
透射

,

折射
2

一 己石 侣纷
、 3 2 厂习

为了研究异常场的分布规律
,

早在半个世纪前
,

人们就注意到
,

在稳定电流场建立或

形成过程中
,

不同电阻率导 电介质分界面上积累电荷对人射电场的畸变与反射作用 田 ,

在

国内外一些物理学
、

场论和电法勘探教程中
,

用
“

镜像法
”

或
“

电像法
”

计算了几种简单分界

面的
“

镜像
”

作用比
> , ,

并引人了波动场中人射角
、

反射角
、

透射角
、

折射角及反射系数
、

透射

系数等物理概念
2

近年来
,

一些研究者为了推动 电法勘探的发展
,

提出了反射电法勘探田

及对观测数据仿波动场的处理方法 ?�! 等
,

但对以稳定 电流场为物理基础的各种直流 电法

而言
,

尚未取得明显进展
,

迄今在人射角
、

反射角与透射角三者的大小关系上仍有不同研

究结果和不同看法
,

在理论上探讨
,

以求澄清
,

无疑对 电法勘探的发展将是有益的
2

二
、

椭球形分界面上入射角
、

反射角及透射角间的关系

!
2

椭球形分界面上人射场
、

反射场
、

准射场的表达式

设在电阻率为 ; ≅

的均匀各向同性导电介质中
,

有一个半轴长分别为
4 、

Α
、 ‘
的椭球

体
,

其电阻率为 向
2

为研究稳定 电流场的矢量分布规律
,

取坐标原点位于椭球中心
, Β 、

Χ 、

≅
轴分别与

。 、

Α
、 ‘
重合

,

稳定 电流场的正常场 6或初始场9 (7 与 Δ7 的矢量方向与
Β
轴平

行
,

在建场过程中
,

由于椭球体表面上迅速堆积了 电荷
,

当稳定电流场在瞬间形成时
,

介质

! 、 Ε 中的稳定电流场均包含两部分
≅
正常场及面 电荷产生的异常场

,

经推导
,

在介质  中
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任意点 ∗6
Β , Χ , ≅

9 处
,

稳定电场强度和电流密度沿各坐标轴方向的分量为?Ε, 习

≅Φ吕滋毛遥于
‘
”“

’
一 “

’

‘ “” ’

Φ
ΦΦΓ三兹≅百续

≅
““‘”’

。
一 ”‘ ”‘

’

Φ

6 9

6Ε 9

式中

、户、,产,ΔΗ
2Ι‘、Ι

2

、

ϑ Κ 内 一 ∗.

# , 伪 一 6仇 一 ; ≅
9印

8,7产2

!
砂

‘Α口�?
,‘Λ Κ

Η ?

, 1

6
4 Μ 十 ?9了64 Μ Ν ?

96Α
Μ

Ν ?96
。Ε

Ν Ο
9

, 一 Ε二·‘·

Π丁
Η ?

6
4 ,

Ν , 9了6
4 , Ν ,

965
, Ν ,

96
‘, Ν , 9

6> 9

≅ 。为以下方程的最大实根
Β Θ

4 Μ

Ν 了。

Ν 一里生一 Ν

Α
‘

十 , 1

Ρ 兰一 一 !

< Θ

Ν Ο1

式中的 (
Β
Ο
、

石, .
、

石
二
Ο
、

和 护
二
Ο
、

护
, Ο

、

护
二
. 为异常场或反射场分量 Σ

。 ,

口Λ , ,

口Λ ” ,

) Λ
尸 ,

一—
2 尸 Τ

Κ —
。 户 ‘

Κ —
2

口Β
’ 一

Η Χ
’

Η Θ

在介质  中
,

由椭球分界面上面 电荷产生的异常电流场或反射电流场的矢量形式为

( Ο 一 (
Υ Ος

。

Ν ( , ,Δ7 Ν (
,
Ω

ϑ)
,

6Ξ 9

Δ. Κ 少
二
Ος
。

Ν 护, ΩΔ1 Ν ς
≅
Οϑ

1 ,

6� 9

式中
(

二
Ο 一 ϑ 6Λ Ν Λ Σ Β

9(
。,

护
二
Ω Κ ϑ 6Λ Ν Λ Σ Β

9护
。,

而 ς7
、

Δ7
、

ϑ
。

为 电流场沿
Β 、

Χ
、 ≅
轴的单位矢量

2

在椭球分界面内部的介质 Ε 中
,

正常电流场及透射电流场均只有沿
Β
轴方向的分量

(
≅

一 6 Ν ϑ 中 9(
Ο ,

68 9

夕
,

一 6! 一 ϑ 中 9护
, ,

6∀ 9

这里 (
,

和 夕
,

为透射 电场强度及透射电流密度
,

(Ο 6一 (7 9 和 夕
Ο

6一夕79 为人射 6或正常 9

电场强度和电流密度
2

由于 ς
,

6或 ( ,

9 和 ς
,

6或 (, 9 均与
Β
轴平行

,

故其矢量方向相同
,

因此
,

在上述坐标定

义情况下
,

对 4 、

Α
、 ‘ 为任意值的均匀电流场中各种椭球分界面

,

均有人射角与透射角相等

的关系存在
2

在椭球表面或分界面上任一点处
,

人射电流场 6(
, 、

夕
,

9 和反射电流场 6(Ω
、

ς 9 及透

射电流场 6(
, 、

夕
,

9 与分界面法线之夹角
,

定义为人射角
“ 、

反射角夕及透射角 丫 ,

它们的

数值大小均为观察点坐标的函数
2

对 4 、

Α
、‘
为任意大小关系的各种不同分界面情况

,

汽

夕
、 ! 一般不具有简单的相等关系

2

其大小关系由分界面形状决定
。

为此
,

只要对椭球分
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界面的两种特殊形状6水平圆柱形和球形 9进行具体的数理剖析
,

便可得到证实
2

Ε
2

目柱形分界面上人射角
、

反射角及挂射角间的关系

走向无限长的圆柱形
,

公式 6Ξ 9一6∀ 9 均大为简化
2

。 一 ‘ 一 , 。

及 占一 <1
,

这时 ϑ 一 弃

Κ
,

, 一 Ε 二 ,

于是
Μ对 伪 十 ∗ 

如图 ! 所示
,

当用极坐标表示观察点位置时
,

经简化后导出
,

在介质 ! 中柱体分界面

上
,

由面 电荷在矢径 Ψ 6法向9及与其相垂直方向 6切向9上的反射 电场强度与反射电流密

度为

( 川 一 一 鱼

法向
两

两
2

色 = 1 Ζ 4 (
Ο ,

∗ !

6! 7 9

!’‘一 一蔺耳不9
“ 7 > 4  

· ,

切向

( = Ο Κ 一 企卫二二一企 !滋5 4 (

户 十 自
6! !9

、 =Ζ月.:

.,Ω

向 一 ∗ .

 = 一 一石干币ς叙 5 4 
, ,

反射 电流场的矢量

( Ο 一 ( ≅ .Ψ
。

Ν ( =Ω ∋ , ,

ΔΩ 一 ς≅ , Ψ 1 Ν 夕‘产
,

6! Ε 9

式中 Ψ 。、=7 为 (  和 Δ 沿法向和切向方向的单位矢最
2

分析 6!7 9
、

6!! 9式
,

圆柱形分界面对人

一二二一一
·

图  柱体分界面上矢量分布示意图

6均匀稳定电流场9

射电流场的反射系数为瓮示七≅
与 <1 −

46 法

向 9或如
“ 6切向9 之积

,

它与无限平面情

况相比较
,

仅 电性成份 6
Κ

、有相同形
[ Ρ

Ρ

Ρ Ρ
2 Ρ Ρ Ρ

Ρ 一
,

一
∴两 十 ;  Ι

’

Ρ

一式
。击 , Σ 而反映分界面作用的几何成份 却

是不同的 Σ 法向反射场与人射角 “ 有余弦

关系
,

当
4 Κ 7 6在

Β
轴上9时有极大

,

当

4 Κ ∀7
“

时
,

<1 Ζ 4 一 7 ,

这时 无反射 Σ 切

向反射场与人射角有正弦关系
,

当
4 Κ ∀7

“

时
,

切向反射场极大
,

当 4 Κ 7 时
,

无切向

反射场
2

此外
,

当 内 Κ <1 时
,

电性成份

的反射作用最强6全反射 9
2

在圆柱体内部的介质 Ε 中
,

稳定 电流场的透射电场强度和透射 电流密度只有沿

方向的分量

Ο [ Μ; , Ο

石
,

Κ
一一一≅ 渔匕上 Ρ

(
。 2

必 十 ∗!

Μ ; Ρ

.
,

一 蔺干
2

石Σ !
护 , Φ

Β
轴

6! � 9
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可见
,

透射电流场在圆柱形分界面上的透射系数与无限平面情况相同
【�] ,

当 户 Κ 7 时
,

( ,

Κ 7 及 夕
,

Κ Ε少
, ,

这时分界面对 电流的透射作用最强 Σ 当 两 一 <1 时
, ( ,

Κ Μ (
,

及
夕

≅

Κ 7 ,

这时稳定电流已无透射作用
,

此时的 ( ,

虽较 (
,

大一倍
,

但非为稳定电流场
,

而

为静电场
2

如图 ! 所示
,

当取反射 电场强度或反射电流密度其反射角的正切表达式时
,

则由式

6! 7 9和6! ! 9得

?4 5 , 一
鲁

一粤 一 ?4
54,

2 月了 .况 !

6! # 9

由6! # 9式可得出结论 ≅ 在均匀稳定 电流场中光滑连续的圆柱状分界面上
,

任意点的

人射角与反射角均是相等的

。 Κ 夕
,

6! > 9

由于 4 Κ ! ,

故圆柱状分界面上任一点人射角
、

反射角
、

透射角三者有相等关系

4 Κ 夕Κ 了 ,

6!Ξ 9

此式表明
,

叭夕
、
! 三者相等的关系不但适合众所周知的无限平面情况

,

而且也适用于走向

无限长的圆柱状分界面情况
2

�
2

球形分界面上人射角
、

反射角及透射角间的关系

对 。 一 去一 。 一 Ο 。

的椭球形分界面情况
,

这时 , 一 粤
, ,

ϑ 一 早典早么
,

使公式
�

’

# 介 Ε两 Ν ;  
‘

一
’

一 ’

6Ξ 9一6∀ 9更为简化
2

得到球形分界面上反射电场强度与反射电流密度在两互相垂直 方向

上的分量
、22 2222、Ο222223

曰

 
Δ

石 ≅ , Κ 一 Θ
Κ

色二二卫互
= 1 Ζ 4 (

Ε勿 十 ∗.

6! � 9
, · ,

一
,

奇瑞Σ
% ) > 4 ,

, ,

石=  一 一 卫鱼二二色
Κ

滋5 4 石
, ,

Μ 内 十 ∗ Ρ

内 一 ∗.

 =‘一 一瓜不石Σ
叙5 4  

尸 ,

6!8 9

由以上两式得到人射角与反射角之间有以下重要关系式

两 一 ∗ .

? 4 5 夕一互 Κ
2

Ε旦: 一

( ≅ Ο 夕≅ Ο

 

一 万
‘4 5 “ , 6!∀ 9

Ε
产

==

书
 = 1 Ζ 。夕

,

‘
勿

Ρ 丁一 ∗  

可见球形分界面反射角的正切恰为人射角正切的二分之卜
一 2

上式也可写成

夕Κ 4 Ο < ?4 5  旦卫少
Ε

即有不等关系

4 ⊥ 夕
,

如当人射角
4 一 #>

。

时
,

反射角夕仅约 Ε Ξ “ � Ξ’6 _ 4
9

2

6Ε 7 9
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由以上各式可得出重要结论 ≅ 在均匀稳定电流场中光滑连续的球形分界面上
,

任意

点 6
“ 笋 的 的人射角与反射角均不相等

,

6
4 笋 的

2

至此充分证明
,

公式6! Ξ 9所表达的
“ 、

夕
、
! 三者相等的关系不具有普遍性

,

即不是对

任何形状的光滑连续分界面均适用
,

不宜推广到任何地电条件的普遍情况之中阂
2

此外
,

在球形分界面内部的导 电介质 Ε 中
,

透射电流场也只有
二
轴分量

,

其表达式

为

( ,

Κ
�两

Ε八 十 ;  

�两

(
, ,

Φ 6Ε ! 9

儿 一 万Σ不下Σ 儿
,

分析公式 6! 7 9
、

6! ! 9
、

6! � 9和 6! �9
、

6!8 9
、

6Ε ! 9 可见
,

球形分界面的电性反射系数

6
法向为 Ε 产于么 切向为 户共卫

:

、和透射系数‘电场强度的为
二

毕孕一
‘勿 十 ∗ . 乙两 十 ∗ Ι ∴ 乙众 一 ∗ .

电流密度的为

� ∗Ρ

Ε 伪 Ν ;  9
,

均较圆柱状分界面情况的表达关系式要复杂些
,

它。!是不‘等的
,

与无卜良平面

情况更不能等同看待
2

还应强调指出
,

在等轴状球形和走向无限长的圆柱形分界面之间
,

乃包含着横截面

6
。 一 ‘ 一 Ο 。

的圆9 相同而沿走向有各种不同长度 6Α 为
Ο。 一 <1 9 的拉长椭园柱状分界

面情况
,

细分起来
,

可视为无限多个不同长轴的椭圆柱形分界面情况
,

其 4 与 夕值的大小

关系
,

乃介于公式6! , 9和6! ∀9限定值之间
2

三
、

倾斜椭球体分界面上入射角不等于透射角的证明

以均匀稳定电流场中一个椭球体分界面情况为例
,

为简单起见
,

设 Α Κ <1
, 二
轴与正

常或人射稳定 电流场的电流密度 ς
。

之夹角为 8
,

如图 Ε 所示
2

。

一一一一一
·

图 Ε 均匀电流场中一个倾斜椭球体示意图

不难理解
,

当在椭球分界面上任意一点 ; 处
,

人射电流密度 护
。

与透射电流密度 Δ
≅

两

者矢量方向平行或在一条重合的直线上 时
,

ς, 相对 九的方向便未发生折射
,

这里必有 ς7
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与 护
≅

同
二
轴的夹角相等 67 Κ 口 9

2

否则 当∀ 笋 = 时
,

必有 夕
。
与 夕

,

的矢量方向不相同
,

因

此它们与 ∗点分界面法线之夹角 4 和 丫 也不相等
,

即人射角不等于透射角 6。 笋 约
2

现

从 : 4∗  4 <= 已知解出发
,

严格证明在一般情况下 口 尹 8 即 4 尹 !2

将 护
。

分解为平行于
Β
轴和平行于

≅
轴的两个分量 声、 和 九

二 ,

由图 Ε 有

护。
≅

Κ 夕。= 1 Ζ 口
,

夕。
二

一 夕。如 4
,

6Ε Ε 9

在均匀 电流场 ς7
≅

和 ς7
二

的分别作用下
,

则 由已知解可导出 ∗ 点处分界面内部透射 电

流密度 夕
,

沿
二
和

≅
轴的两个分量有以下形式

ς
≅ ,

Κ 6 Ν 犬
二

华二

9色 ς。
≅ ,

6Ε � 9
两∗ 

夕
, ,

一 6 Ν ϑ
二

中29 蔺 !, , ,Γ
式中

ϑ
二

Κ

ϑ
二

一

# 才‘

# , 内 一 6内 一 ; ≅

9华
二

# 二勿 一 6内 一 ; ≅
9卯

二

礼 一 石丁
一

丁

# 才4

叭 一 丁干
一

丁

于是

犷 Κ [ 向 一 ∗ 
[

月、 一 移 Δ 一

—

—
‘ 2

二
Κ [ 2

两口 , Κ ∗ ‘

6Ε # 9

ϑ
≅

中
二

Κ
户 一 ∗.

勿 < Ν 而
‘ ,Γ

由图 Ε 可见
,

口和 口的正切为

? 4 。 口一 势
, ≅ 4 5 口 一 势

,

! 7 ≅

!
二 ,

将 6Ε Ε 9和6Ε # 9式代人 6Ε � 9式得

6Ε > 9

?4 5 口 Κ 色旦二上卫卫三 ? 4 5 口一 ϑ 1 ?4 5 Ζ
,

6Ε Ξ9
Ν一十

式中系数可称人射 电流的折射参数

ϑ7 一 色旦二二卫还
6Ε � 9

Ν一Ν

分析此式可得出重要结论
≅
在

。 、 ≅
和 ∗ 

、

内 为一般值情况下
,

乃有 ϑ
。

笋 ! 或 口 笋 8
,

即

“ 笋 ! 的结果
,

因此人射角一般是不等于透射角的
2

四
、

结 论

稳定 电流场的矢量成分在穿过 电阻率不同的导电介质分界面时
,

其矢量方向按折射

定律发生折射 Σ 当将稳定电流场分解为正常场与异常场或人射场与反射场时
,

利用正常电

流密度定义人射角所得到
3

的 4 Κ 夕一 丫关系仅适用少数特殊界面情况
,

不具普遍性
,

即不
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是对任何光滑连续的曲形分界面均成立
2

“
、

夕
、
! 三者的各种大小关系由分界面的具体形

状决定
。

分界面对稳定电流场的反射系数和透射系数
,

除与分界面两侧导电介质的电阻

率值大小有关的电性成份外
,

还与分界面的具体几何形状密切相关
,

不能一概而论
2
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