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[摘 � 要] � 在基于连续小波变换的大地电磁信号谱估计方法中,通过引入整体平均、小波系

数收缩和显著性检验等统计技术,以提高谱估计的精度. 文中同时讨论了连续小波变换中各

种参数的选取问题,给出了 Mor let 小波函数中尺度与傅里叶频率之间转换的经验公式, 并给

出了谱估计的具体算法. 结果表明, 本文方法可有效压制较强的白噪声和局部相关噪声. 与

FFT 谱估计方法相比, 该方法大大降低了对信号记录长度的要求, 因而对大地电磁信号的处

理有实际意义.

[关键词] � 大地电磁信号,谱估计, 连续小波变换,小波系数收缩, 显著性检验.

1 � 引 � � 言

用傅里叶变换估计信号的频谱具有自然的特性, 因为信号的时间域和频率域特性通

过傅里叶变换直接联系在一起[ 1] , 同时, 用傅里叶变换估计信号的谱也存在一些难以克

服的缺点[ 1, 2] , 如信号中的噪声难以在谱中剔除掉,要求数据的长度达到待提取最大周期

的6倍以上等. 近年来, 小波变换在地球物理资料处理和反演中得到广泛关注[ 3 � 5] . 在

统计学和信号分析领域, 国内外学者提出了多种基于小波变换的谱估计方法,如基于连续

小波变换 CWT 的整体平均方法[ 6� 8]和基于离散小波变换 DWT 后对小波系数进行置阈

值的收缩方法[ 9� 13]等. 已有成果表明, 采用小波变换进行谱估计可显著改善傅里叶变换

的上述缺点. 在大地电磁信号处理中采用小波变换进行谱估计有重要的实际意义,一是

因为实测大地电磁信号都是含噪信号且噪声的类型多样;二是其信号采集的成本大,为了

达到较高的分析精度而进行长时间观测或重复观测是不可取的.

鉴于利用连续小波变换进行谱估计能以很小的频率步长采样,而比离散小波变换具

有更高频率分辨率的特点,徐义贤
[ 14, 15]

曾研究了基于连续小波变换的谱估计方法及小波

功率谱受记录长度、噪声水平等的影响问题. 本文则着重探讨在基于连续小波变换的谱

估计中引入整体平均、小波系数收缩和置信水平检验等统计方法对提高谱估计精度的作

用,并给出数值试验的结果. 文中同时讨论了连续小波变换中各种参数的选取和小波尺
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度与傅里叶频率的转换等问题.

2 � 连续小波变换的算法和谱估计

假定有一个等间隔采样的离散时间序列 x n , n= 0, 1, 2,  , N - 1,采样间隔为 �t ,其

连续小波变换为如下的褶积形式

X n ( s) = �
N- 1

k= 0

x k�
* ( k - n) �t

s
, (1)

式中 �(!)为小波函数,上角标* 表示复数共轭, n 为时间轴上的位置变量, s 为小波尺度

变量. 根据褶积理论, ( 1)式可以在频率域计算

X n ( s) = �
N- 1

k= 0
x k�

*
( s k) e

i 
k
n�t

, (2)

式中 x k =
1
N �

N- 1

n= 0
x ne

- 2!ikn/N
, � k = 0, 1, 2,  , N - 1,

�( s k ) =
2!s
�t

1/ 2

�0( s k) , � 且有 �
N- 1

k= 0

�( s k)
2
= N .

上面小波函数的下角标 0表示母小波, 在本文的算例中采用 Morlet 母小波, 其时间域和

频率域形式分别为

�0( t ) = !- 1/ 4ei 0te- t
2
/ 2
,

�0( s ) = !- 1/ 4e- ( s -  
0
)
2
/ 2
, � �  > 0 .

小波函数取定之后, 要选择一套离散化的尺度变量才能用(2)式计算小波变换. 一般地,

可按如下原则选取尺度参数

sj = s 02
j�j
, � j = 0, 1, 2,  , J , � � J = �j - 1log2(N�t / s0) ,

式中 s0 为最小的尺度,对于 Morlet小波, s0 取为采样间隔的 2倍,即使它与信号中所包

含的最高频率分量的周期一致;而 �j 是愈小愈好(对频率的分辨率愈高) ,但其取得过小

则耗费的计算时间太大,因此在实际计算时 �j 的大小取决于可容忍的计算时间, 但对于

Morlet小波,最大的 �j 不超过 0. 5.

由于 Morlet 小波为复值, 所以一个实时间序列 x n 经连续小波变换后,可得到实部

Re[ X n( s ) ]和虚部 Im [ X n ( s) ]两部分, 根据实、虚部可以计算其振幅和相位,并把其振幅

的平方定义为小波功率谱. 为了将以尺度为变量的小波谱转换为具有物理含义的频谱,

必须找到给定的小波函数中尺度与频率的对应关系. 根据 Meyers等[ 16]提出的方法,可

以计算 Morlet小波函数当  0= 6时, 傅里叶频率与尺度之间的关系为: f = 1/ 1. 03s, 这证

明徐义贤
[ 14, 15]

曾按 f = 1/ s 进行 Morlet 小波函数尺度与傅里叶频率之间的转换是近似

成立的.

3 � 提高谱估计精度的统计处理方法

当信号中含有噪声时,谱估计中可采用多种方法进行去噪,我们对沿时间轴的平均、
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小波系数收缩及显著性检验等方法用于后面的谱估计数值试验中.

3. 1 � 平均方法

在目前基于连续小波变换的谱估计中,最常见的是在时频平面上沿时间轴对每个分

析频率分别进行整体平均[ 7]
,实践证明,这是最有效的去除随机噪声的技术. 小波功率谱

在某一选定时间段的平均定义为

X
2
n ( s) =

1
N a
�
n
2

i= n
1

X i ( s)
2
, (3)

式中 n 为 n1n 2的中点, N a= n2- n1+ 1 为平均的段长度. 当对整个记录段进行整体平

均时,由上式计算得到的平均小波谱称为整体小波谱. 理论上已证明
[ 15, 17]

, 信号的整体

小波谱为其傅里叶谱经小波函数加权平均的结果, 因此整体小波谱与傅里叶谱估计中加

斜坡等光滑或平均方法得到的结果是可比较的,大量的数值试验也证明了这一点[ 13 � 15]
.

3. 2 � 置阈值小波系数收缩方法

这种方法最初是在利用离散小波变换进行谱估计时提出的[ 9]
,它对不同的噪声都有

一定的压制作用,尤其适合于压制高斯型噪声. 这种方法目前在统计学领域发展很快,且

取得了引人注目的成果[ 9]
. 其标准实施步骤如下:

(1) 用 FFT 计算时间序列的周期图;

(2) 对周期图进行离散小波变换;

(3) 对小波系数进行置阈值收缩, 置阈值的方式主要有如下两种(小波系数用 x 表

示,经收缩后的输出用 y 表示) :

硬收缩: y h=
x , | x | > ∀

0, | x | ∀ ∀,

软收缩: y s=
sign( x ) ( | x | - ∀) , | x | > ∀

0, | x | ∀ ∀
.

确定上面两式中阈值 ∀的方法有多种, 取决于所用的统计模型. Donoho 和 John�
stone[ 9]提出一种通用型 ∀u 值

∀u = # 2log n , (4)

式中 #为估计的小波系数序列的标准差, n 为数据的个数.

(4) 对经收缩后的小波系数进行离散逆小波变换,得到经去噪后的傅里叶域周期图.

分析上述过程不难发现, 这种方法有一个潜在的假设: 信号中噪声的傅里叶谱对应的

小波系数与有用信号的傅里叶谱对应的小波系数相比总是较小的.

3. 3 � 谱的显著性检验

许多地球物理信号可以用 Markov 过程来模拟, 即可用如下红色噪声模型来表示

x n = ∃x n- 1+ z n , � n = 1, 2, 3,  , N ; � x 0 = 0 , (5)

式中 ∃为假定的时滞量为 1的自相关, z n 为白噪声序列. 上式的归一化傅里叶功率谱为

Pk =
1- ∃2

1 + ∃
2
- 2∃cos(2!k / N )

, � � k = 0, 1, 2,  , N / 2 , (6)

只要选择合适的 ∃值,就可以用上式模拟任意的红色噪声谱. 当 ∃= 0时, (6)式对应于白

� � �
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噪声的谱.

5%的显著性等效于 95%的置信水平. 对于实际的地球物理信号,对其小波功率谱进

行5%的显著性检验,即是假定只有达到 95%置信水平的小波功率谱才是信号的真谱.

根据时间序列分析的理论可知,如果信号为正态分布的随机变量,那么其经傅里叶变换后

的实部和虚部也分别服从正态分布,可将此结论推广到小波变换:正态分布的随机信号经

小波变换后的实、虚部亦服从正态分布. 由于正态分布变量的平方是一个自由度的 % 2分

布,则小波功率谱为两个自由度的 %
2
分布,记为 %

2
2. 在后面的数值试验中, 进行显著性

检验的是经过整体平均的小波功率谱, 因此需要重新确定数据的自由度,即确定独立数据

的个数. 显然尺度增大,小波函数在时间轴上展宽,每个频点的谱对应的相关时间段的长

度变长,从而使自由度变小. 在每个尺度上确定自由度 &的公式为

&= 2 1 +
Na�t
∋s

2

,

式中 Na 为参与平均的离散信号的个数, �t 为采样间隔, s 为尺度变量, ∋为与小波函数

的影响锥( cone of influence)有关的去相关因子. 通过数值试验, 可经验地找到 Morlet小

波当  0= 6时的去相关因子为 2. 32. 这样,为确定由( 5)式表达的信号的小波功率谱的

95%置信水平, 只需将(6)式计算的背景谱乘以 %2&分布的第 95个百分位值即可.

4 � 数值试验及结果分析

大地电磁信号记录的频带一般超过 5个量级,如我国引进较多的加拿大凤凰公司 V5

系统,其记录的频率范围为 320 � 0. 00046Hz, 信号处理时一般将其分为高频段和低频段

分别进行谱分析. 为了检验前述方法用于大地电磁信号谱分析的有效性, 设计了 7 个振

幅为 1的谐波合成的信号, 其频带宽度约为 3 个数量级, 7 个谐波的频率分别为 10, 5,

2. 5, 1. 25, 0. 625, 0. 3125, 0. 15625, 此频率序列与 V5 系统的分析频点是对应的, 采样速

率为 20点/ s,分析长度为 12. 8s,小波函数为 Morlet 小波. 计算功率谱的步骤为:

1. 用(2)式计算离散信号的小波变换; 2. 用( 4)式确定的阈值对小波系数进行软收

缩; 3. 计算以尺度为变量的功率谱, 并用( 3)式计算整个长度的整体小波功率谱; 4. 用

f = 1/ 1. 03s ,将以尺度为变量的功率谱转换成以傅里叶频率为变量的功率谱; 5. 计算

5%的显著性水平.

由图 1可见,不论是否经过小波系数收缩步骤,谱的 7个峰值均对应 7个谐波的频

率,但是未经小波系数收缩的谱有两个有用峰值没有超过 95%的置信水平, 而经小波系

数收缩后的有用信号谱峰值均超过 95% 的置信水平, 同时可观察到其谱的强度约增加

10dB以上. 图 2为在 128 � 148采样点之间加了幅值为1的按指数衰减的余弦波(频率为

4Hz)噪声之后估计的功率谱,其特点与图 1完全相同. 我们还做了加啾声噪声、矩形噪声

等数值试验,其结果也基本一致,但当噪声的能量大于谐波信号能量的 2倍以上时, 不论

是否进行过小波系数收缩,估计的谱均发生不同程度的偏离.
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图 1 � 加 100%白噪声的功率谱

(a) 合成的含白噪声的信号; ( b) ( a)中所加白噪声; ( c) 未经小波系数收缩的功率谱;

( d) 经小波系数收缩的功率谱. # 95%置信水平.

Fig. 1� Power spectrum of simulated signal added 100% w hite no ise

5 � 结 � � 论

5. 1 � 上述数值试验的结果表明,整体平均是基于连续小波变换的谱估计方法中压制随机

噪声和局部相关噪声的有效技术.

5. 2 � 小波系数收缩技术可提高有用信号谱的置信水平,使有用信号的谱远高于估计噪声

谱的背景值.

5. 3 � 本文数值试验中信号的长度为最低频率谐波周期的 2倍,但数值试验结果表明,信

号长度等于最低频率谐波周期时即可获得与本文结果相当的谱估计精度,这说明用本文

提出的谱估计方法比基于 FFT 的谱估计方法对信号记录长度的要求大为降低,这种性质

对大地电磁法具有重要的实际意义.

加州大学 Berkeley 分校的 D. R . Brillinger 教授提供了有价值的背景资料 . 计

算中利用了 Colorado 大学大气和海洋项目组提供的免费 Fortran 子程序 , 在此一

并表示感谢 .
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图 2 � 在 128 � 148 点之间加了幅值为 1 的按指数衰减的余弦波频率为 4Hz

噪声的功率谱

( a) 合成的含白噪声信号; ( b) 所加噪声; ( c) 未经小波系数收缩的谱; ( d) 经小波系数收缩的谱;

# 95%置信水平.

F ig. 2 � Pow er spectrum of simulated signal which contains a 4Hz cosine wave modulated by

exponential function between 128 to 148 po ints.
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POWER SPECTRUM ESTIMATION FOR MAGNETOTELLURIC

SIGNAL BASED ON CONTINUOUS WAVELET TRANSFORM

XU Y I�X IAN � WANG JIA�Y ING

( China University of Geosciences, Wuhan 430074, China)

[Abstract] � This research aims to improve the accuracy of pow er spectrum est imation of

magnetotelluric signal by using continuous wavelet t ransform. Three statistic method, global

average, wavelet coeff icients shrinkaging and significance test , are used to est imate the pow er

spect rum. Empirical formulas are g iven for the t ransformat ion betw een w avelet scale and

Fourier frequency. The algorithm is also described in detail. The numerical tests show that

the est imat ion is robust to stronger white noise and local correlated�noise, and significantly

decreases the requirement for the recoding length.

[Key words] � Magnetotelluric signal, Pow er spectrum estimation, Continuous wavelet

transform, Wavelet coef ficients shrinkaging, Signif icance test .
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